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MATHEMATIQUES
(Option générale)

PREMIERE COMPOSITION
DUREE : 3 heures

Un corrigé

Premiere partie

Soitn € N,ona:

n+1 n+1—k n n+1—k
. (n+1) T . (n+1) T (n+1)
Pua) = 3 o e = L g
k=0 k=0

Donc

—k
n+1) z"
w1 (@ Z )!'

k=

D’ot1, par unicité des coefficients, a,(cnﬂ) = a,(ﬁ n) pour tout 0 < k < n.

(a) On va montrer que la suite de polyndmes (P, ),ecn existe de maniére unique par récurrence sur n € N.
P,y est bien défini de maniere unique. Montrons d’abord "unicité puis 1'existence.

UNICITE : On suppose que B, et Cj,11 conviennent. On a alors B;L 1= C’;Z 11 = By. Ce qui permet d’en

déduire qu'il existe une constante K telle que B, ;1 = C,11 + K.
Or

1 1
K= / Kdt = / Buir(t) — Cor ()t = / By ()t — / Cosa(t)dt = 0.
0 0
Donc B, +1 = Cy41. Ce qui prouve "unicité.

EXISTENCE : Notons P,,(X) = Z ap X*. Posons ensuite
k=0

n

P,1(X) = tht1lqe
+(X) = k:+1 /Okokﬂ

Si on dérive : .
;L+1(X) = Zaka = Pp(z)

Et si on integre entre O et 1 :

Ak k+1 Uk k+1
n dt = t dt — —t"dt =0
/ nlt /0 Z k+ /0 k+1

k=0

Ce qui correspond bien aux propriétés qu’on recherche. On a donc bien défini les polyndmes de Bernoulli.

1
(b) La relation/ P (t)dt = / P! (t)dt = 0 donne P, (1) — P,(0) = 0. D’ou
0 0

n

ol encore




1 1
(© Soitn € N\ (0,1}, ona P,(1) = P,(0) = [ Pi)dt = [ Puca(t)dt =0, &0t Pa(1) = Po(0) = a.
1 0 0

r 1 -1 1
(d) Pl(x)—/ Po(t)dt—i-C—a:—l—cet/ Py (t)dt = 5—1—0—0 DOUC—?etdOl’lcpl( )—1‘—5.
0 0
r 1 2 ! ) 1 .
Py(x) = t— 3 dt + ¢ = 5 + 5 + ¢3 et comme Py (t)dt = 0, on obtient co = 17 D’ou Py(z) =
0 0
2 w1
2 2 127
1’3 ZL’Q x
Pour P; on trouve P3(x) = 5 1t15

Deuxiéme partie

. * . . et - ]— . 1
1. f et g sont continues sur R*, de plus %L%g(t) = %E}% = 1=g(0)et %1_13% f(t) = %1_)0 ett - = 1= f(0). Donc
f et g sont continues sur R.
Onah(—0)=h(0)etsit #0
-t t
h(—t) = - - 1
—tet ¢
= —— —= 2
1—et 2 @
—te! ¢
= - — 4 -
1—¢t + 2 ®)
t t
= _——= . 4
Donc h est paire.
n+l
. Onae' = Z ot o(t"*1), ce qui donne :
k=0
€t _1 n+1 tk 1 .
g(t) = ; —ZT‘FO@ ).
k=1

1
On remarque que f(t) = o) et g(0) = 1 # 0, donc f admet un développement limité d’ordre n en 0 de la

forme :
f(t) =bo + bit + ... + bt" + o(t™).

1
. Onah(t) = f(t)+ % = by + (bl + 2) t+ ...+ byt" + o(t"). h étant paire, donc by = O pour k = 1,2, ... et

1
b1+§:O
bo = f(0) = 1.

L'égalité f(t)g(t) = 1 implique

n

(th’—i—ot") Z ot") | =1

Jj= O
D’ou .
Z et +o(t") =1
ol c :ibi D’ot1, une autre fois by = 1 et Vk > 1, 267 0
i) 0= (k—i+1)!



n—1

b;
4. Sik =n — 1, on obtient E )
— 1)
i= 0

récurrence avec ag = by, donc

= 0, donc les deux suites (ay,)nen €t (by)nen Vérifient la méme relation de
VneN, b, =an,

Comme a,, = by, et bo11 = 0, alors agg1 = 0, Vk € N*. Donc Poi11(1) = Poy41(0) = 0.

Troisieme partie

1. Vérifions que la propriété est vraie pour n = 1. En effet, on a :

1 1 1
/0 Py(z)GWdr = [Pg(x)G(g)(x)}O— /0 Pi(z)G®dx )

1
= —/ Pi(x)G®dzx car P3(1) = P3(0) =0 (6)

0

1 1
= ~[p@eP@] + [ A@E @ %
1
— By (0)G"(0) - PL(1)G"(1) + [Pi( /OP{ )G (2)dz ®)
= —ax(G"(1) —G”(O))+%(G/( )+ G'(0)) — (G(1) = G(0)) ©)
D’ou
G(l)—G(O):%(G’(1)+G’(O)) 2 (G"(1) — G"(0 / Py(z

Donc la propriété est vraie pour n = 1. Supposons qu’elle est vraie a I’ordre n. Alors

1

1 1
/ Pay3(2) G (2)dz = [P2n+3($)G(2n+3) (m)] - / Payo(2) GO (2)da
0 0

0

1
= - / Ponyo(2)GP3) (2)dx car Pynys(1) = Ponys(0) =0
0

1 1
- —[P2n+2(x)G(2”+2)(m)]0+ / Pops1(2)G D (2)dz
0

1

= TQ2(n+1) (G n+1 G (n+1))(0)> +/0 P2n+1(95)G(2n+2)(13)d95

= —agpa) (G (1) G(2(n+1))(0)>

- Z asg, (G G(%)(O)) — (G(1) — G(0)) d’apres 'hypothese de récurrence.
D’ou
1 n+1 1
G(1) = G(0) = 5 (G'(1)+G'(0 Zagk ( — G (0)) - / Ponys(2)G@ ) (2)da
0

La propriété est donc vraie pour n + 1. D’ot1 le résultat est vrai pour tout n € N*, par le principe de récurrence.
2. Considérons la fonction G(t) = F(a + (8 — a)t) pour t € [0,1]. G est indéfiniment dérivable sur [0, 1] et on a
G®) () = (8 — a)*F®) (a + (8 — a)t). En utilisant la question précédente, on obtient :

F(8)— F(a) = /3—70« [F(8) + F(@)] = 3 an(8 - o) [FE(8) = F) () (10)
1

k=
—(B — a)?+? / ' Ponn ()P a4 (8 — a)a)da. (11)
0

3



F(B) — F(«a),d’ou:
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B —a n
/ fade = 7 5 [F(B) + f(e)] = D az(B — )™ | fPD(8) — £V (a) (12)
@ k=1
1
(8 — ay? /0 Pons1() @ (a + (8 - a)o)da. (13)

. Pour 0 < i < p, posons o; = « + ih et appliquons la derniere formule avec o = «; et 5 = 41, on obtient
donc:

[ e = G ifa) + (@) Za2 2 [£ ) g0) — £ ()| (19
—p2nt2 / Popi1(2) f@ ) (0 4 ha)da., (15)
0
Ainsi,
B Pl oy
[ t@ae = 3 [ s (16)
p—1
_ g [F(Bi + 1) + f(aw)] Za%h%z [f(zk 1) R (g )} 17)
=0
1 p—1
—h2"+2/ P2n+1(13)2f(2n+1)(0£i—|—h{l))d$ (18)
0 i=0
p—1 n
- g f(a)+f(ﬁ)+22f(ai)] =D anh® (fEI(B) - fHE (@) + R, (19)
=1 k=1
1 p—1
olt R, = —h*"*+? / Pos1(2) Y 7" e + ha)da.
0 i=0

Ona |R,| < ph**2 x M, x / | Popt1(z)|dz ou M, = st } | £ (1)),
0 z€|a,B

1
. La formule précédente avec f(z) = —, a = 10, 5 =20, p = 10 et n = 1 s’écrit :
x

Waz 1 :
/1 &= 2 P00+ 720) + 23 F10+5) | — a2 [£(20) - £/(10)] + Ry

o T =
ol encore
12—11+1+21+1+1+1+i+i+i+i+1 —1L—L+R
n 2110 20 11 13 15 16 17 18 19 100 400 !

In2 ~ 0,69314

1
avec |Ry| <10 x M; x / | P3(x)|dz.
0

1 (3) 1
Or M, = sup <> = sup — = et
€[10,20] x x€[10,20] 624 6 x 104
/1x3 x2+x</1 x3+x2+x <1+1+1_1
o |6 4 12|~ Jy,\6 4 12)76 4 12 2




et donc

1 1
<10x =
B <10 X eoor = 36708

Donc 0, 69314 peut étre considérée comme une valeur approchée de In 2 avec une erreur inférieure ou égal a

36.103°



